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Soient X le spectre de I’anneau des entiers d’un corps de nombres, G un X- 
schema en groupes semi-simples, G’ un revetement universe1 de G, p le noyau 
de l’isogenie Ed: c”-+ G correspondante; Harder a demontre dans (6 1 la 
surjectivite du cobord 6l: H’(Xr,,,,.,. , G) -+ HZ(Xr,P,P.r,, u) sous l’hypothese 
(D normale et nous avons montre dans [3(b)] que cette derniire n’itait pas 
necessaire. Le resultat de Harder s’etend au cas de courbes definies sur les 
corps finis, l’isogenie (D restant supposee centrale (il s’etend meme au cas 
des courbes detinies sur certains corps non finis de dimension 
cohomologique ,<l)). Le but de ce travail-ci est de l’etendre au cas de 
certaines surfaces, en particulier des surfaces reglees. Les deux outils 
essentiels sont: (1’) le substitut non abelien de la suite exacte en basses 
dimension deduite de la suite spectrale de Leray ebauche dans 141, en 
particulier la definition de la transgression qui y est donnee; (2’) les resultats 
de Artin-Grothendieck sur les fibrations de surface par des courbes IS, 91. 
Dans tout ce qui suit, chaque fois que la topologie n’est pas precisee, il 
s’agit de la topologie f.p.p.f. Rappelons que si X est un schema, on appelle X- 
Schema de Chevalley un X-schema en groupes reductifs deploy& 
I. PR~LIMINAIRES 
Soient f: X + Y un morphisme de sites, G un faisceau de groupes sur X, 
R ‘f* G le faisceau sur Y associe au prefaisceau U+ H’ (f- ’ (U), G), 
U E ob( Y), f - ’ = foncteur sous-jacent a f: Nous avons alors la suite exacte 
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En voici deux applications: 
(1’) Soient X un schema quelconque, f le morphisme X,,,,,,,, --) XZar, 
du site f.p.p.f. de X dans son site de Zariski. (1) s’ecrit: 
1 - H’(Xzar. 3 G) - H’(X, G) -% H”(XZar, , R ‘f* G). (2) 
(2) a Cte utilisee par Harder [6] dans le cas oti X est le spectre d’un anneau 
de Dedekind et G un X-schema en groupes reductifs. 
P”> 
1.1. PROPOSITION. Soient Y une cow-be comple’te, rtfgulikre, irrt!ductible 
d&ie sur un corps algkbriquement clos k, f: X -+ Y une surface gt?omt!tri- 
quement rt!glhe, T un X-tore d6ployP de dimension d. On a alors la suite 
exacte suivante de groupes: 
1 - H’(Y, 7) - H’(X, 7) -H'(Y,R'f,T)-H2(Y, r). (3) 
ll II 
Zd 0 
En effet, pour tout point y E Y, (R’f* 7’Jy = H’(~-‘(Y), r) N 
H’(lP:, T) 31 Zd. 
1.2. Sous les conditions de la proposition 1.1, si G est un X-schema de 
Chevalley semi-simple, de tore maximal T, de rang d, nous avons aussi la 





(W = groupe de Weyl de G et (H’(F):, T))/W = ensemble des orbites de 
H’(Pi, 7’) pour l’action de I+‘). 
En effet, pour tout pointy E Y, (R 'f, G), = H'(lPL, G)- H'((lP,&,,~, G)- 
(H’(P:, T))/W par le theoreme 3.4 sz [7]. (3) et (4) sont alors reliees par le 
diagramme (I): 
1 - H’(Y, G) --+ H’(X, G)* Hi@‘:, T) 
W 
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II. PRONLONGEMENT DE LA SUITE EXACTE (1) (ET PAR CONSEQUENT DES 
SUITES EXACTES (2) ET (4)) 
Reprenons les conditions generales du debut du paragraphe I. Soient 
u E H”(Y, R ‘& G), R(a) la Y-gerbe des relevements de u dont la libre au- 
dessus de U E ob( Y) est la categoric des G-torseurs a sur f-‘(V) tels que 
[a] + (a/U) par l’application canonique H’ (f- ’ (U), G) -+ R ‘f,(G)(U). 
2.1. PROPOSITION ([4, Chap. V, 3.1.6.3 et 3.1.6.21). R(u) est triviale 
(i.e., admet une section s) si et seulement si u appartient ci l’image de a: 
H’(X, G) -+ H”( Y, R ‘f* G). 
2.1.1. Si R(u) est triviale, il existe un torseur y E Z’ (X, G) tel que 
a( [y]) = u et Aut(s) = f*(Gy) ou la notation GY designe le groupe G tordu 
par Y. 
2.1.2. Localement, comme toute gerbe est triviale, il existe un G-torseur y 
sur X tel que lien(R(u)) est isomorphe au lien def,(GY). 
2.2. Prolongeons la suite exacte (2). Soient u E Z-Z’(X,,,, R ‘f* G), R(u) 
la X,,,.- gerbe correspondante. Etant donne un ouvert U suffisamment petit 
de X pour la topologie de Zariski, il existe un G-torseur f.p.p.f. y sur U tel 
que lien(R(u)) = lienCf*(GY)). Orf,(GY) n’est autre que le groupe GY restreint 
au site Zariskien de U, il en resulte que lien(R(u)) II lien(G)‘) au-dessus de U. 
Au-dessus d’un autre ouvert V quelconque de Zariski de X, lien(R(u)) est 
isomorphe a lien(GY’) pour un autre G-torseur f.p.p.f. y’ sur V. Sur Uf? V, 
lien(GY) N lien(R(u)) N lien(GY’) ce qui implique que GY est une forme 
interieure de GY’ sur XZar.. 
2.3. PROPOSITION. Soient X un schema quelconque, f: Xf,P,P.f. -+ XZar, le 
morphisme du siteJp.p.jI de X dans son site Zariskien, G un X-groupe, u une 
section de R’f,G, R(u) la X,,,, -gerbe correspondante. I1 existe un G-torseur 
jp.p$ y tel que lien(R(u)) N lien(f*(Gq) N lien(G3, i.e., le lien de R(u) est 
representable par GY. 
2.4. R(u) detinit done une classe dans l’ensemble (pointe par la classe 
unite) H’(X,,,. , Gy) = H’(X,,,, , lien(f*(Gy) et la suite d’ensembles pointes 
1 - wxzar. 7 G) - H’(X, G) -fL H”(X, R if, G) - u H2(&,,. 3 G3, (5) 
Y 
dans laquelle y decrit un systbme de representants des classes de G-torseurs 
f.p.p.f. au-dessus de X, est exacte. (5) est la forme correcte de la suite exacte 
(3) de PW. 
2.5. PROPOSITION. Soient X un schema de dimension <l (une courbe 
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algebrique par example), G un X-schPma en groupes quelconques. Alors 
H2GLr. 7 G) se rt!duit 6 une seule classe, la classe unit& 
On sait, en effet, que Hz(Xza,. , G) est un espace homogine principal sous 
le grove HZ(XZar., Z(G)) ou Z(G) dbigne le centre de G. 
2.6. 11 resulte de 2.5 que si dim X < 1, toutes les classes de 
I-q H2Kar. 3 Gy) sont triviales dans (5). Toute gerbe R(a) est done 
equivalente, dans ce cas, a une gerbe du type Tors(XI,,, , G3 et u = a( [ y]). 
COROLLAIRE. Si dim X < 1, la suite d’ensembles point& 
0 - W&a,. 7 G) - H’(X, G) -% H’(X,,,, , R’f, G) - 0 (6) 
est exacte. 
2.7. Dans le cas ou X est une courve reguliere, irreductible, definie sur 
un corps k de dimension cohomologique <l, de corps des fonctions K, G un 
X-schema en groupes semi-simples tel que l’isogenie (p: G + G est normale 
(par exemple un X-schema de Chevalley semi-simple), H’(X,,,, , R ‘& G) 
s’interprete comme le noyau N de l’application H’(K, G) -+ n, finie H’(K,. , G) 
(cf. [61). (6) P ermet de faire apparaitre le defaut au Principe de Hasse 
comme une sorte de mesure entre la topologie f.p.p.f. et la topologie de 
Zariski (c’est le point de vue de [3(d)]). Remarquons que, compte tenu du 
lemme 3.1.5, Chap. V de 141, il est possible d’interpreter N comme l’en- 
semble des classes de sous-gerbes maximales de l’image directe 
MTorWr.,.,.f. 3 W 
2.8. Supposons que X satisfasse les hypotheses de 2.7, k &ant suppose 
lini. Soient p la caracteristique de k, G = GP(n), (n, p) = 1, la suite exacte 
(6) n’est autre alors que la suite 
0 - f-wm. 2 GP(n)) - H’(X, GP(n)) - D(X), - 0, (6)’ 
N s’identifiant, par l’application cobord associee i la suite exacte 1 + ,u,, -+ 
Z(n) --t GP(v) + 1, au noyau de l’application H*KPJ+ 
nl,unie H*(K,., p,,), ce dernier s’identiliant i son tour a B-(X), par la 
proposition 2.1 de [5 1. (6)’ s’insere dans le diagramme suivant: 








--+ H’(X, ,u,) -Br(X),-+ 0 
I I 
0 0 
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ou les lignes et colonnes sont exactes. La surjectivite de 6’ (la meme 
demonstration que celle du theoreme 1.1 de [3(b)] vaut encore quand X est 
une courbe afftne) implique celle de A (les deux sont meme equivalentes). 
2.9. Dans le cas ou X est le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de 
nombres K ou une courbe aff’ne, riguliire, irreductible dtfinie sur un corps 
fini dont le corps des fonctions est K, H’(XLar,, GP(n)) classifie les types 
d’ordres maxima dans les K-algebres de matrices de rang n et A est bijective 
(cf. le theoreme 9.23 de C. Chevalley, “1’Arithmetique dans les algebres de 
matrices”, Gauthier-Villars, 1936). Plus generalement si p est une classe de 
Br(X), (consideree comme un element de Br(K),,), (7 un representant de ,!I. a 
un representant d’un relevement de p dans H’(X, GP(n)), les types d’ordres 
maxima de 0’ correspondent biunivoquement aux elements de 
fGLU. 3 GP(n)“). Ceci nous permet de decrire explicitement les fibres de 
l’application H’(X, GP(n))) + Br(X), et, par consequent, l’ensemble 
H’(X, GP(n)) lui-meme, dans les cas suivants: 
(4 n entier impair, 
(b) K posside 0 ou une seule place reelle. 
[On sait, en effet, que Br(X) = (2/2Z) ou r = max(O, s - l), s = nombre de 
places reelles de K; dans les cas (a) et (b), Br(X), = 0 et H’(X, GP(n)) N 
Pic(X)/Pic(X)” par l’exactitude de (6)‘. 1 
(c) ’ K = (fi) resp. Q(fl)), n = 2, auquel cas Br(X) = 
Br(X), = Z/22; la classe non triviale de Br(X) est reprtsentee par une 
algebre de quaternions, totalement definie, non ramifiee en toute place finie; 
les types d’ordre maxima d’une telle algibre sont connus: 2 types si 
K = Q(\/s, 3 types si K = Q(G) (cf. M. F. Vigneras, C. R. Acad. Sci. Paris 
St+. A 283 (1976), 963-965). Dans les deux cas Pit(X) = 0; on en deduit 
que H’(X, GP(n)) contient trois classes si K = Q(G), 4 classes si 
K = QtJ;t>. 
2.10. Reprenons les conditions 1.2; compte tenu de la proposition 2.1, la 
suite exacte (4) se prolonge en la suite exacte 
H’(P:, 7,) 
l-H’(Y,G)+H’(X,G)* w - jJ ff2(Y,LL (7) 
1. 
L decrivant un systeme de representants des classes de liens localement 
reprtsentables par G. En particulier dans le cas oti G = G est semi-simple 
simplement connexe, on sait par le thioreme 1.1 de [3(b) 1 et la remarque (b) 
I Exemples indiquks g l’auteur par J. P. Serre. 
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qui le suit que, pour tout L, toutes les classes de H*(Y, L) sont triviales. 
L’application a est done surjective ce qui resultait deja du diagramme (1) et 
la suite 
1 +H’(Y, G)-H’(X, G)- H’(i’;Y r> ----f 1 M, (8) 
exacte. M2me resultat si Y est affine et si le corps de base k est lini au lieu 
d’itre algebriquement ~10s. 
III. TRANSGRESSION 
Soit f: X+ Y un morphisme de schemas, G un X-groupe, L un X-lien 
localement pour la topologie Stale representable par G. On definit le faisceau 
d’ensembles R:, f* L comme le faisceau associe au prefaisceau d’ensembles 
U -+ H*(f- l(U),,, L), U decrivant les objets du site &ale de Y. On ecrira 
R:,f, G au lieu de R:,f,(lien(G)). Pour un point geometrique J de Y (No. 3, 
expose VIII de [l]), le fibre (R:,f, L)? est un espace homogene principal 
sous (Rf,f,Z(L)),- oii Z(L) dlsigne le centre de L. On notera l’operation 
correspondante. La fibre (R:,f, G)Y de Ri,f, G est un ensemble pointe par la 
classe unite E image dans R 2, f* G)Y de la classe unite Ed. de H*(f ’ (U),, , G), 
U etant un ouvert &ale quelconque de Y ponctue par .jj. 
3.1. PROPOSITION. Soient f: X -+ Y un morphisme de schemas, G un X- 
groupe reductif, T un X-tore maximal de G, u un point geometrique de Y. 
(*’ Designons par (i,-)* Papplication R:, f* (Z(G)), + R 2, f* ( Z’jy induite par 
l’inclusion i de Z(G) dans T. Toute classe q de (R:,f, G), est reliee a la 
classe (+)$*‘(a) de (Rz,f, T),, a etant def7nie par la condition q = a . E. 
Cette proposition decoule du lemme suivant: 
3.2. LEMME ([2, Chap. V, Prop. 2.2.31 ou Lemme 3.1 de [3(a)]). Soient 
X un schema quelconque, G un X-groupe reductif, T un X-tore maximal de 
G. Toute classe q de H*(X,,, G) (=H*(X,,, lien(G)) est en relation avec la 
classe p de H*(X, T) determinee de la man&e suivante: si q = a . c 
(E = classe unite’ de H2(Xe,, G)), p = ig’(a) ozi ic’: H*(Z(G)) + H*(T) est 
induite par Pinclusion Z(G) C, T. Reciproquement, si une classe p de H*(T) 
est reliee a l’element a . E de H:,(G), p = i&*‘(a). 
3.3. Appliquant ce lemme, on en deduit que, pour tout ouvert &ale U de 
Y, toute classe q de H*(f l(U)el, G) est reliee a la classe (iv)p’(a) de 
H2(f-‘(U)et, 7’) ou a est delinie par q = a . cl,. La proposition 3.1 s’ensuit 
alors par passage a la limite inductive sur les voisinages &ales ponctues de jj. 
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3.4. COROLLAIRE. Designons par Y ou une courbe regulilre, irreductible, 
d$nie sur un corps parfait k ou le spectre de l’anneau A des entiers dun 
corps de nombres. Soient X un schema regulier de dimension 2, f: X --, Y un 
morphisme propre dont les Jibres sont de dimension 1. EnJin, soit G un X- 
schema de Chevalley. Alors pour tout point geometrique y7~ Y, la fibre 
(R:, f* G),- est constituee uniquement de classes triviales. 
3.4. resulte de la proposition 3.1 appliquee au cas oti T est le tore maximal 
deploye Gd, (d = rang de G) compte term du theoreme de Artin selon lequel 
sous les hypotheses faites Rz,f, G, = 0 (corollaire 3.2 de 151 ou 
theoreme 3.2 de [9]). 
3.5. Dans le cas 06 f: X + Y est un morphisme de sites, G un groupe 
abelien sur X, le groupe H’(X, G)” est defmi comme le noyau de 
l’homomorphisme nature1 H2(X, G) + H”( Y, R*f, G). Dans le cas oti G est 
non abelien, la generalisation naturelle de H2(X, G)lr est la suivante [4, 
Chap. V, No. 3.1.9.31: 
DEFINITION. H2(X, G)“’ est le sow-ensemble de H’(X, G) constitue des 
classes de gerbes ,v liees par lien(G) telles qu’il existe un raffinement R de Y 
tel que, pour tout U E oh(R), la fibre de .F’ en f-'(U) est non vide. 
Avec cette definition, nous obtenons les 
3.7. COROLLAIRE. Sous les conditions du corollaire 3.4, H’(X,,, G)” = 
HZ&, G). 
3.8. COROLLAIRE. Sous les m&?mes condition, H2(X, G)I = H2(X, G). 
3.9. Reprenons les hypotheses du corollaire 3.4 en y ajoutant les 
suivantes: 
(1’) les fibres geometriques de f sont irreductibles. 
(2”) la fibre ginerique de f est non singuliere. 
(3’) f admet une section. 
Sous ces conditions, nous avons la suite exacte (theoreme 3.1 de [ 91): 
0 --f Br( Y) Br(f) ) B&X) -% III(K, J) --+ 0 (9) 
oti K est selon le cas le corps des fonctions de Y ou le corps des fractions de 
A, J la jacobienne de la fibre generique et III(K,J) le groupe de Tate- 
Chafarevitch defini par 
0 - III(K, J) - H’(K, J) - ,ll,T,, H’WV -9 (10) 
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(10) est un morceau de la suite spectrale de Leray reliant HP(Y, RqfG,) 1 
H*(X, G,) et le morphisme 19 s’interprete comme celui qui a un X-gerbe .y 
like par G, associe le faisceau Ger(F) des sous-gerbes maximales de l’image 
directef,(F) de F [4, Chap. V, Exercise 3.1.9.21. 
3.10. La suite exacte (9) s’insere dans le diagramme (II) suivant ou le 
premier carre est commutatif (&+ designe la relation de [4]). 
H*( Y, GJd - H*(X, G,,Jd 3 111(X, J)d - 0 
II! Q 
H*(K G) - H2(X, G) - ? 
H*(X, G)” 
Dans le cas ou X est une surface reglee f: X+ Y comme dans la 
proposition 1.1, la deuxieme ligne du diagramme (II) ne se raboute 
malheureusement pas a la deuxieme ligne du diagramma (I). 
3.11. On sait (corollaire 3.1.9.4, Sect 3, Chap. V de [4]) qu’une 
condition absolument necessaire pour qu’une classe q de H*(X, G) provienne 
d’une classe de H*( Y, G) est que q E H*(X, G)‘r. Comme H*(X, G)lr = 
H*(X, G) par le corollaire 3.8, la question de savoir quand un element de 
H*(X, G) provient d’un element de H*( Y, G) a un sens. 
3.12. PROPOSITION. Sous les conditions du corollaire 3.4 auxquelles on a 
ajoute’ les conditions (lo), (25 (3”), de 3.9, soit q une classe de H*(X, G), 
q = a . E, a E H*(Z(G)). Une condition sufJisante pour que q provienne dune 
classe de H*(Y, G) est que l’image de la classe &*‘(a) de H2(X, G,)d par 19~ 
soit nulle dans III(K, J)” (ii*‘: H*(X, Z(G)) + H2(X, G,)d = Br(X)d). 
3.13. 3.12 s’applique en particulier au cas od la gibre generique de X est 
de genre 0. 
COROLLAIRE. Soinet X -+ Y une surface riglee, Y etant une courbe 
irreductible, reguliere, complete dt;Jinie sur un corps k algebriquement clos ou 
fini, G un X-schema de Chevalley. Alors toutes les classes de H2(X, G) sont 
triviales. 
En effet, tout classe de H2(X, G) se remonte en une classe de H2( Y, G) 
(remarquer que, puisque k est algibriquement clos ou lini, B(Y) = 0 d’ou 
B(X) = 0). Or, par le proposition 1.1 de [3(c)], toutes les classes de 
H*(Y, G) sont triviales. On pourrait aussi utiliser le lemme 3.2. 
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3.14. COROLLAIRE. Soient Y le spectre de l’anneau des entiers dun 
corps de nombres ou une courbe aflne, reguliere, irreductible, dej?nie sur un 
corpsflni, 8’ un Jibre’ vectoriel de dimension 2 sur Y (les classes de tels fibres 
correspondent aux elements de Pit(Y) d’apres un resultat de Chevalley), X la 
surface P(g), G un X-schema de Chevalley semi-simple simplement connexe, 
alors toutes les classes de H2(X, c”) sont triviales. 
On sait, en effet, que toutes les classes de H2( Y, G”) sont triviales 
(Theoreme 1.1 de [3(b)]). (0 n a deja remarque que dans le cas d’une courbe 
satisfaisant aux conditions du corollaire, la meme demonstration que celle du 
theorime 1.1 de [3(b)] vaut encore). 
3.15. COROLLAIRE. Sous les hypotheses du corollaire 3.13 avec G semi- 
simple, soient G un revgtement universe1 de G, p le noyau de l’isogenie cp: 
G + G. Supposons cp centrale. Alors l’application 6’ : H’(X, G) + H2(X, ,u) est 
surjective. 
3.16. COROLLAIRE. Supposons que X et Y soient comme duns 3.14. 
Soient G un X-schema de Chevalley semi-simple, G un revgtement universe1 
de G, p le noyau de l’isogenie q. Supposons q centrale, ce qui est automati- 
quement le cas si Y est le spectre de Panneau des entiers dun corps de 
nombres. Alors l’application 6’ : H’(X, G) -+ H*(X, ,u) est subjective. 
3.17. Remarque. La proposition 3.12 s’applique aussi au cas ou X est la 
variete eclatle associee a un pinceau de courbes elliptiques sur une surface 
definie sur un corps k fini ou algebriquement clos f &ant alors l’application 
canonique X -+ PA. Si K = k(x), les resultats connus (de Ogg, par exemple, si 
k est algebriquement ~10s; cf. [Sl) sur III(K,J) peuvent alors Stre utilids 
(J = libre gtnerique du pinceau). 
3.18. PROPOSITION. Supposons, comme duns le corollaire 3.14, que que 
X soit respace projectif P(B) associe a un fibre vectoriel de rang 2 sur le 
spectre de l’anneau des entiers dun corps de nombres ou sur une courbe 
afine, reguliere, irreductible, dPfnie sur un corps j?ni. Alors la suite 
0 -+ H’Vzar. 3 GP(n)) + H’(X, GP(n)) -I Br(X), + 0 (11) 
est exacte. 
Remarquons d’abord que l’application H’(X, GP(n)) + Br(X), est 
surjective comme composee de deux applications surjectives 6’: 
H’(X, GfYn)) -+ H2(X, P,,) (C orollaire 3.16) et H*(X, ,u,,) -+ B(X), . La 
proposition rlsulte alors de la remarque 1.1 la de Grothendieck--Br II 
(meme reference que [ 5 1). 
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(11) etend la suite exacte (6)’ de 2.8: nous avons la chaine d’inclusions: 
H”(X, R ‘f* GP(n)) c, H’ (K, GP(n)) 4 Br(K), 
et l’image de H”(X, R If* GP(n)) d ans B-(K), coincide precisement avec 
Br(X), . Comme dans 2.8, on en deduit la surjectivite de l’application 
fwzar. 9 GP(n)) + Pic(X)/Pic(X)“. Plus generalement, si G est un X- 
schema de Chevalley semi-simple, H”(X, R ‘J* G) est isomorphe a 
H”( Y, R ‘f* G) done au groupe N du section 2.7 (f designe ici evidemment le 
morphisme Xfppr+ X,,,,). 
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